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2-дәрiс. Монотонды өспелi және кемiмелi тiзбек.

Дәрiстiң мақсаты – Монотонды өспелi және кемiмелi тiзбек туралы ақпарат беру, олардың қасиет-

терiн дәлелдеу

Негiзгi сұрақтар:

1. Монотонды өспелi және олардың қасиеттерi

2. Монотонды кемiмелi және олардың қасиеттерi

2 Монотонды тiзбек және оның шегi туралы теорема

Анықтама 2.1. Егер {xn} тiзбегiнiң әрбiр келесi мүшесi оның алдындағы мүшесiнен кем (артық)

болмаса, яғни барлық n = 1, 2, . . . нөмiрлерi үшiн

xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1)

теңсiздiгi орындалса, онда {xn} тiзбегiн кемiмейтiн (өспейтiн) тiзбек деп атайды.

Анықтама 2.2. Егер ∀n ∈ N үшiн

xn < xn+1 (xn > xn+1)

теңсiздiгi орындалса, онда {xn} тiзбегiн өспелi (кемiмелi) тiзбек деп атайды.

Тiзбектердiң барлық осы түрлерiн бiрiктiрiп, жалпы атпен монотонды тiзбектер деп атайды.

Кез келген монотонды тiзбек не жоғарғы, не төменгi жағынан шектелген болады. Шынында, кез келген

кемiмейтiн тiзбек төменгi жағынан шектелген (дәл төменгi шекара ретiнде тiзбектiң бiрiншi мүшесiн

алуға болады), ал кез келген өспейтiн тiзбек жоғарғы жағынан шектелген (дәл жоғарғы шекара ретiнде

бiрiншi мүшесiн алуға болады).

Сондықтан, егер өспейтiн тiзбек төменгi жағынан шектелсе, онда ол шектелген болады. Дәл осылай,

егер кемiмейтiн тiзбек жоғарғы жағынан шектелсе, онда ол шектелген тiзбек болады.
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Мысалдар

1) 1, 1, 1
2 ,

1
2 , . . . ,

1
n ,

1
n , . . . – өспейтiн тiзбек. Ол жоғарғы жағынан бiрiншi мүшесi 1 санымен, ал төменгi

жағынан 0 санымен шектелген.

2) 2, 2, 3, 3, . . . , n, n, . . . – кемiмейтiн тiзбек. Ол төменгi жағынан 2 санымен шектелген, ал жоғарғы

жағынан шектелмеген.

3) 1, 2, 3, . . . , n, . . . – монотонды өспелi тiзбек, себебi n < n+ 1, ал 1
1 ,

1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n , . . . монотонды кемiтiн

тiзбек, себебi 1
n > 1

n+1 .

Теорема 2.1 (Монотонды тiзбектiң шегi туралы). Егер кемiмейтiн (өспейтiн) тiзбек жоғарғы

(төменгi) жағынан шектелсе, онда ол жинақты.

Дәлелдеу {xn} тiзбегi кемiмейтiн және жоғары жағынан шектелген болсын. Онда Вейерштрасс тео-

ремасы бойынша {xn} тiзбегiнiң дәл жоғарғы шекарасы бар, оны деп белгiлейiк, яғни

a = sup{xn}.

Осы a саны {xn} тiзбегiнiң шегi болатынын көрсетейiк. Дәл жоғарғы шекараның қасиетi бойынша {xn}

тiзбегiнiң кез келген мүшесi

xn ≤ a

теңсiздiктi қанағаттандырады және кез келген ε > 0 саны үшiн N нөмiрi табылып,

a− ε < xN

теңсiздiк орындалады.

Берiлген {xn} тiзбегi кемiмейтiн болғандықтан барлық n ≥ N нөмiрi үшiн

xN ≤ xn =⇒ 0 ≤ a− xn < ε,

немесе

|xn − a| < ε,

яғни

lim
n→∞

xn = a.
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Теореманың екiншi бөлiгi, яғни {xn} тiзбегi өспейтiн болып төменгi жағынан шектелген жағдайы да

жоғарыдағыдай дәлелденедi.

Теорема дәлелдендi.

Салдар

Монотонды тiзбек жинақты болу үшiн шектелуi қажеттi және жеткiлiктi.

1. Жинақты тiзбек монотонды болмауы мүмкiн.

2. Кемiмейтiн (өспейтiн) және жоғарғы (төменгi) жағынан шектелген {xn} тiзбегiнiң барлық эле-

менттерi оның шегi a-дан аспайды (кем болмайды), яғни

xn ≤ a (xn ≥ a).

3. Монотонды тiзбектiң шегi туралы теорема шектiң бар болуын ғана тағайындайды, бiрақ оны

анықтамайды. Алайда осының өзi де шектер теориясында өте маңызды.

Мысал

Төмендегi тiзбектi қарастырайық:

{xn} =

(
1 +

1

n

)n

, n = 1, 2, . . . (2.1)

Монотонды тiзбек шегi туралы теореманы қолданып, оның жинақты екенiн дәлелдейiк. Егер

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1, lim

n→∞
n = ∞

болатынын ескерсек, онда

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

шегi 1∞ түрiндегi анықталмағандықты беретiнi көруге болады.

Жоғарыдағы (2.1) тiзбектiң xn мүшесiн Ньютон биномының формуласын пайдаланып жiктейiк:
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xn =

(
1 +

1

n

)n

= 1 + n · 1
n
+

n(n− 1)

2!
· 1

n2
+

n(n− 1)(n− 2)

3!
· 1

n3
+ . . . (0.1)

+
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
· 1

nk
+ · · ·+ n(n− 1) · · · 1

n!
· 1

nn

= 2 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k − 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− n− 1

n

)
. (2.2)

Тiзбектiң келесi xn+1 мүшесi де осы сияқты жiктеледi:

xn+1 = 2 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+

1

3!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
+ . . .

+
1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
+ · · ·+ (0.2)

1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·

(
1− n

n+ 1

)
. (2.3)

Осы (2.2) және (2.3) өрнектерiн салыстырсақ, онда:

1. Бiрiншiден, (2.2) өрнектiң оң жағындағы қосылғыштардың саны n+1, ал (2.3) өрнектiң оң жағын-

дағы қосылғыштардың саны n+ 2 болады және (2.3) өрнектегi соңғы (n+ 2) қосылғышының оң

екенi көрiнедi.

2. Екiншiден, кез келген k = 2, 3, . . . , n үшiн

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k − 1

n

)
<

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
,

себебi

1− s

n
≤ 1− s

n+ 1
, s = 1, 2, . . . , n− 1; n = 1, 2, . . .

Сондықтан

xn < xn+1,

яғни {xn} тiзбегi өспелi. Ендi (2.1) тiзбектiң жоғарғы жағынан шектелетiнiн көрсетейiк. Осы мақсат-

пен (2.2) өрнектiң оң жағындағы әрбiр жақшаны 1 санымен алмастырамыз және k! ≥ 2 k−1, k ≥ 2
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теңсiздiгiн пайдаланамыз. Сонда

xn < 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
< 2 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
.

Ендi
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
=

1

2

1− 1
2n−1

1− 1
2

= 1− 1

2n−1
< 1

екенiн ескерсек,

xn < 3− 1

2n−1
< 3.

Соңғы теңсiздiк {xn} тiзбегiнiң жоғарғы жағынан шектелетiнiн көрсетедi. Сонымен, {xn} тiзбегi өспелi

және жоғарғы жағынан шектелген екен. Демек, оның шектiлi шегi бар, оны Эйлердi құрметiне Эйлер

саны деп атап, e әрпiмен белгiлеймiз:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

e — иррационал сан. Негiзi e болатын логарифмдердi натурал логарифмдер немесе Непер лога-

рифмдерi деп атайды, оны lnx деп белгiлеймiз, демек

lnx = loge x.

Бiз алдағы уақытта осы натурал логарифмдердi көбiнесе пайдаланамыз. Ендi lnx пен lg x, ∀x > 0

арасындағы байланысты қарастырайық. Осы мақсатпен x = eln x тепе-теңдiгiн негiзi 10 бойынша ло-

гарифмдеймiз. Сонда

lg x = lnx · lg e немесе lg x = M lnx,

мұндағы

M = lg e =
1

ln 10
≈ 0.4342

санын натурал логарифмдер жүйесiнен ондық жүйеге өту модулi деп атайды.

Мысал есеп: Монотонды тiзбек

Берiлген тiзбек:

xn =
n

n+ 1
, n = 1, 2, 3, . . .

Қадам 1: Монотондықты тексеру.
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Тiзбектiң келесi мүшесi:

xn+1 =
n+ 1

n+ 2
.

Салыстырайық:

xn+1 − xn =
n+ 1

n+ 2
− n

n+ 1
=

(n+ 1)2 − n(n+ 2)

(n+ 1)(n+ 2)
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
> 0.

Сондықтан

xn+1 > xn, ∀n ∈ N,

яғни тiзбек өспелi (монотонды өспелi).

Қадам 2: Жоғарғы шектелгендiгiн тексеру.

Барлық n ∈ N үшiн:

xn =
n

n+ 1
< 1.

Сондықтан тiзбек жоғарғы жағынан шектелген, төменгi жағынан болса:

xn =
n

n+ 1
> 0.

Қорытынды:

Тiзбек өспелi және шектелген, сондықтан монотонды тiзбектiң шегi бар. Шегiн табайық:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1.

Демек, тiзбектiң шегi

1 .

1 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6] жұмыстардан қарауға болады.
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